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ABSTRACT 
We extend the notion of Kronecker product to the block Kronecker product for 
matrices over a commutative semiring. It turns out that this matrix product is compatible with 
the matrix addition, the scalar multiplication, the usual multiplication, the transposition, and 
the traces. Certain algebraic properties of matrices, such as symmetry, invertibility, similarity, 
congruence, diagonalizability, are preserved under the block Kronecker product. In addition, 
we investigate a relation between this matrix product and a block vector-operator. Such 
relation can be applied to reduce certain linear matrix equations to simple vector-matrix 
equations.  
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1. บทน ำ 
ในทฤษฎีเมทริกซ์ ผลคูณโครเนคเคอร์เป็นผลคูณเมทริกซ์ในรูปแบบหนึ่งซึ่งแทนด้วย
สัญลักษณ์   ได้มาจากนักคณิตศาสตร์ชาวเยอรมันชื่อ Leopold Kronecker โดยส าหรับแต่ละเมทริกซ์
จริง
ijA a     และ B  เรานิยาม 
ijA B a B      
นั่นคือ A B เป็นเมทริกซ์ซึ่งมีบล็อกท่ี ( , )i j เป็น 
ija B สมบัติที่ส าคัญของผลคูณดังกล่าวสามารถดูได้จาก 
[9, 15] ผลคูณโครเนคเคอร์มีการประยุกต์ใช้อย่างกว้างขวางในคณิตศาสตร์ เช่น การวิเคราะห์เมทริกซ์  
แคลคูลัสของเมทริกซ์ สมการเมทริกซ์เชิงเส้น สมการเชิงอนุพันธ์เมทริกซ์เชิงเส้น นอกจากนี้ยังมีการ
ประยุกต์ใช้นอกสาขาคณิตศาสตร์ เช่น ทฤษฎีระบบ ฟิสิกส์ สถิติ วิทยาการคอมพิวเตอร์ แนวคิดของผล
คูณดังกล่าวได้ถูกขยายไปสู่ผลคูณโครเนคเคอร์แบบบล็อก (Block Kronecker product) ในงานวิจัย [11]  
ส าหรับแต่ละเมทริกซ์จริง A และ B  ซึ่ง B มีการแบ่งบล็อกโดยบล็อกย่อยท่ี ( , )k l  เป็น 
klA B  เรานิยาม 
 kl klA B A B   
นั่นคือ A B  เป็นเมทริกซ์ซึ่งมีบล็อกที่ ( , )i j เป็น
klA B  ในกรณีที่ B มีเพียงบล็อกย่อยเดียว จะได้ว่า 
A Bลดรูปเป็น A B  งานวิจัย [18] ได้พิจารณาความสัมพันธ์ของผลคูณโครเนคเคอร์แบบบล็อกกับ
ผลคูณเมทริกซ์ในรูปแบบอื่นๆ  
ในพีชคณิตเชิงเส้น เราได้ศึกษาเมทริกซ์ที่มีสมาชิกมาจากฟีลด์ต่างๆ เช่น  หรือ  แนวคิด
ดังกล่าวได้มีการขยายไปสู่เมทริกซ์ที่มีสมาชิกมาจากโครงสร้างเชิงพีชคณิตอื่นๆ เช่น กึ่งริง (semiring) หรือ
กึง่ริงสลับที่ (commutative semiring) นักวิจัยหลายท่านได้ศึกษาเมทริกซ์เหนือโครงสร้างดังกล่าวในหลาย
ประเด็น เช่น เมทริกซ์ผกผัน [13, 16] ความเป็นอิสระเชิงเส้น [4] ตัวก าหนด [12] และผลคูณโครเนค
เคอร์ (Kronecker product) [14] นอกจากนี้แนวคิดของปริภูมิเวกเตอร์หรือปริภูมิเชิงเส้นเหนือฟีลด์ได้ถูก
ขยายไปสู่ปริภูมิกึ่งเชิงเส้นเหนือกึ่งริงสลับที่ (semilinear spaces over a commutative semiring) [6, 
17] แนวคิดของเมทริกซ์และปริภูมิกึ่งเชิงเส้นเหนือโครงสร้างดังกล่าวถูกน ามาใช้ในหลายสาขา เช่น ระบบ
วิภิชนัย (fuzzy systems) การหาค่าเหมาะที่สุด การวิจัยด าเนินงาน ทฤษฎีเครือข่าย และสารสนเทศ ดู
ตัวอย่างการประยุกต์ในงานวิจัย [2, 4, 7]    
ในบทความนี้ เราพัฒนาองค์ความรู้เกี่ยวกับเมทริกซ์โดยขยายแนวคิดของผลคูณโครเนคเคอร์
ไปยังผลคูณโครเนคเคอร์แบบบล็อกส าหรับเมทริกซ์เหนือก่ึงริงสลับที่ใดๆ เราแสดงให้เห็นว่าผลคูณดังกล่าว
มีความเข้ากันได้กับการบวกเมทริกซ์ การคูณเมทริกซ์ด้วยสเกลาร์ การคูณเมทริกซ์แบบปรกติ การสลับ
เปลี่ยน และรอยเมทริกซ์ (ดูหัวข้อที่ 3) สมบัติหลายอย่างของเมทริกซ์ เช่น ความสมมาตร การหาผกผัน
ได้ ภาวะคล้าย สมภาค การท าเป็นเมทริกซ์ทแยงมุมได้ ถูกรักษาไว้ภายใต้ผลคูณโครเนคเคอร์แบบบล็อก 
(ดูหัวข้อที่ 4) เราพิจารณาความสัมพันธ์ของผลคูณดังกล่าวกับตัวด าเนินการเวกเตอร์แบบบล็อกซึ่งเป็นตัว
ด าเนินการเชิงเส้นที่แปลงเมทริกซ์แบบบล็อกให้เป็นเวกเตอร์ รวมทั้งประยุกต์สมบัติข้างต้นเพื่อลดรูป
สมการเมทริกซ์เชิงเส้นให้เป็นสมการเวกเตอร์-เมทริกซ์อย่างง่าย (ดูหัวข้อที่ 5)  
ความรู้พื้นฐานที่ใช้ในงานวิจัยจะกล่าวถึงในหัวข้อที่สอง โดยเริ่มต้นจากบทนิยามและตัวอย่างที่
ส าคัญของก่ึงริงสลับที่ จากนั้นกล่าวถึงเมทริกซ์เหนือก่ึงริงสลับที่และการด าเนินการเชิงพีชคณิต 
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2. ควำมรู้พื้นฐำน  
งานวิจัย [19] และต ารา [8] ได้ให้บทนิยามของก่ึงริงสลับที่ไว้ดังนี้ 
บทนิยำมที่ 2.1 กึ่งริงสลับที่เป็นระบบทางพีชคณิตที่ประกอบด้วยเซต L กับ  
- การด าเนินการทวิภาคสองอย่างบน L ซึ่งแทนด้วยสัญลักษณ์ + และ   ตามล าดับ 
- สมาชิกของ L อย่างน้อยสองสมาชิกที่ต่างกัน ซึ่งแทนด้วยสัญลักษณ์ 0 และ 1 ตามล าดับ 
ซึ่งสอดคล้องกับสมบัติต่อไปนี้ 
1. ( , )L  เป็นโมนอยด์สลับที่ซึ่งม ี0 เป็นเอกลักษณ์ 
2. ( , )L  เป็นโมนอยด์สลับที่ซึ่งม ี1 เป็นเอกลักษณ์ 
3. การด าเนินการ   สามารถกระจายเหนือการด าเนินการ + ทั้งทางซ้ายและทางขวา  
4. 0 0 0r r     ส าหรับทุก r L   
ในกรณีนี้เรากล่าวว่า ( , , ,0,1)L    หรือ L  เป็นกึง่ริงสลับที่  
เห็นได้ชัดว่าทุกฟีลด์เป็นกึ่งริงสลับที่ ในกรณีเฉพาะ  และ เป็นกึ่งริงสลับที่ภายใต้การ
ด าเนินการบวกและคูณแบบปรกติ ตัวอย่างของกึ่งริงสลับที่นอกเหนือจากฟีลด์มีดังนี้ 
 
ตัวอย่ำงที ่2.2 
1)  ช่ ว ง ปิ ด [0,1] เ ป็ น กึ่ ง ริ ง ส ลั บ ที่ ภ า ย ใ ต้ ก า ร ด า เ นิ น ก า ร  max ,a b a b  แ ล ะ 
 min ,a b a b ส าหรับทุก ,  [0, 1]a b โครงสร้างนี้เรียกว่าพีชคณิตวิภิชนัย (fuzzy algebra) ดูได้จาก
งานวิจัย [10] 
          ในกรณีทั่วไปส าหรับ ,    ซึ่ง    จะได้ว่า [ , ]   เป็นกึ่งริงสลับที่ภายใต้การด าเนินการ
ข้างต้นซึ่งมี เป็นเอกลักษณ์การบวก และมี  เป็นเอกลักษณ์การคูณ  
2) { }   เป็นกึ่งริงสลับที่ภายใต้การด าเนินการ 
max{ , } ; ,
;
a b a b
a b
a b

  
   
 
; ,
;
a b a b
a b
a b
 
 
    
  
โครงสร้างนี้เรียกว่าพีชคณิตค่าสูงสุด-บวก (max-plus algebra) ดูได้จากงานวิจัย [1, 2, 3, 6] 
3) พิจารณา {0}   ภายใต้การด าเนินการ 
0 ; 0
gcd( , ) ;
a b
a b
a b
 
  

      
 
lcm ( , ) ; ,
0 ;
a b a b
a b

 

 
จะได้ว่า {0}, , )(    และ {0}, , )(     เป็นกึ่งริงสลับที ่
 
 
หรือ 
หรือ 
กรณีอื่น 
ๆ  
กรณีอื่น 
ๆ  
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4) ให้ n โดยที่ 1n   จะได้ว่า ( , , , 0, 1)n   เป็นกึ่งริงสลับที ่
5) ให้ X   และ ( )P X คือเพาเวอร์เซตของ X จะได้ว่า  ( , , , , ) P X X   เป็นกึ่ง
ริงสลับที ่
 
ตัวอย่ำงที่ 2.3  พีชคณิต MV (MV-algebra) เป็นโครงสร้างที่ประกอบด้วยเซต L ที่มี 
- สมาชิกอย่างน้อยสองสมาชิกที่ต่างกัน ซึ่งจะแทนด้วย 0 และ 1   
- การด าเนินการทวิภาค   และ  บน L    
- การด าเนินการเอกภาค   บน L  (นั่นคือ   เป็นฟังก์ชันจากL  ไปยัง L )  
ซึ่งสอดคล้องกับสมบัติต่อไปนี้ส าหรับทุก , ,x y z L    
(1) ( ) ( )x y z x y z      (2) x y y x        
(3) 0x x      (4) ( )x x     
(5) 1 1x     (6) 0 1     
(7) ( )x y x y    (8) ( ) ( )x y y y x x   
ส าหรับแตล่ะ ,x y L  นิยาม 
( )x y x y y    และ    ( )x y x y y  
จะได้ว่า ( , , ,0,1)L  และ( , , ,0,1)L  เป็นกึ่งริงสลับที่ ศึกษาเพิ่มเติมได้จากงานวิจัย [5] 
ในบทความนี้ ก าหนดให้ L  เป็นกึ่งริงสลับที่ และ  ,m nM L  เป็นเซตของเมทริกซ์ขนาด m n  
ซึ่งสมาชิกแต่ละต าแหน่งมาจาก L  ในกรณีที่ m n  เราจะเขียนแทน  ,n nM L  ด้วย  nM L   ถ้า 
 ,m nA M L  เราจะเขียนแทนสมาชิกต าแหน่งที่  ( , )i j  ของเมทริกซ์ A  ด้วย ija   ส าหรับแต่ละ 
1,2,...,i m  และ 1,2,...,j n  ในกรณีนี้เราเขียนแทนด้วย 
,ij m n
A a     หรือ ijA a       
เรานิยามการบวกเมทริกซ์ การคูณเมทริกซ์ด้วยสเกลาร์ที่มาจากกึ่งริงสลับที่ การคูณเมทริกซ์แบบ
ปรกติ การยกก าลัง การสลับเปลี่ยน และรอยเมทริกซ์ ในท านองเดียวกับการด าเนินการดังกล่าวส าหรับเมทริกซ์จริง 
เราได้ว่าการด าเนินการเชิงพีชคณิตข้างต้นมีสมบัติเช่นเดียวกับเมทริกซ์จริง ยกเว้นสมบัติที่เกี่ยวกับตัวผกผันและ
การตัดออก ดูได้จากงานวิจัย [14, 16] 
เมื่อ A  เป็นเมทริกซ์ซึ่งมีการแบ่งบล็อกโดยมีแต่ละบล็อกที่ ( , )i j  เป็น 
ijA  เราเขียนแทนด้วย
[ ]ij ijA A   หรือ [ ]ijA A สมบัติพื้นฐานของเมทริกซ์แบบบล็อกที่เกี่ยวกับการด าเนินเชิงพีชคณิตมีดังนี้ ถ้า 
[ ]ij ijA A และ [ ]ij ijB B  เป็นเมทริกซ์เหนือ L ซึ่งมีขนาดและการแบ่งบล็อกที่ท าให้การด าเนินการต่อไปนี้มี
ความหมายและให้ k L  จะได้ว่า 
 [ ] , [ ] , [ ]T Tij ij ij ij ij ji ijA B A B kA kA A A       
สังเกตว่าการด าเนินการข้างต้นไม่ขึ้นกับการแบ่งบล็อกของ A  และ B  (ขึ้นกับสมาชิกต าแหน่งต่าง ๆ ของเมท
ริกซ์ที่พิจารณา) เมทริกซ์ผลลัพธ์ A B  เป็นเมทริกซ์ใหม่ซึ่งเราอาจแบ่งบล็อกอย่างไรก็ได้ อย่างไรก็ตามการแบ่ง
บล็อกที่เป็นธรรมชาติของ A B  ได้จากการแบ่งบล็อกของ A  และ B ที่ก าหนดมาให้ก่อน ดังนั้นเราจะแบ่ง
บล็อกของ A B โดยมีแต่ละบล็อกที่ ( , )i j  เป็น 
ij ijA B  เราใช้แนวคิดนี้กับการด าเนินการเชิงพีชคณิต
อื่นๆ ด้วย ส าหรับการคูณเมทริกซ์ แบบปรกตินั้น ถ้า [ ]ik ikA A และ [ ]kj kjB B  เป็นเมทริกซ์เหนือ L ซึ่งมี
ขนาดและการแบ่งบล็อกที่ท าให้คูณแบบปรกติกันได้ จะได้ว่า 
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 [ ]ik kj ij
k
AB A B    
บทนิยำมที่ 2.4  ส าหรับแตล่ะ
, ( )ij m nA a M L      และ , ( )p qB M L  ผลคูณโครเนคเคอร์ของ A  
และ B  นิยามโดย  
                        
ijA B a B    
11 12 1
21 22 2
,
1 2
( )
n
n
mp nq
m m mn
a B a B a B
a B a B a B
M L
a B a B a B
 
 
  
 
 
 
 
นั่นคือแต่ละบลอ็กที่  ,i j  ของ A B  คือ ija B     
 
บทตั้งที่ 2.5 ([14]) ให้ , , ,A B C D  เป็นเมทริกซ์เหนือ L  ที่มีขนาดและการแบ่งบล็อกที่ท าให้การด าเนินการ
ต่อไปนี้มีความหมาย จะได้ว่า 
1.      kA B k A B A kB      ส าหรับทุก k L   
2.     ( )A B C A C B C        
3.      A B C A B A C        
4.    A B C A B C       
5. ( )T T TA B A B     
6. ( )( ) ( ) ( )A B C D AC BD     
7.      tr tr trA B A B    
เมื่อ tr( )  หมายถึง รอย (trace) ของเมทริกซ์ 
 
3. ผลคูณโครเนคเคอร์แบบบล็อกกับกำรด ำเนินกำรเชิงพีชคณิตของเมทริกซ์ 
 ในหัวข้อนี้ เราขยายแนวคิดของผลคูณโครเนคเคอร์ไปสู่ผลคูณโครเนคเคอร์แบบบล็อกส าหรับ
เมทริกซ์เหนือกึ่งริงสลับที่ และพิจารณาศึกษาสมบัติของผลคูณดังกล่าวที่เกี่ยวกับการด าเนินการเชิงพีชคณิต 
บทนิยำมที่ 3.1 ให้  ,m nA M L  และ    ,kl p qB B M L   ผลคูณโครเนคเคอร์แบบบล็อกของ A 
และ B นิยามโดย 
    , kl mp nqklA B A B M L     
นั่นคือ A B เป็นเมทริกซ์ซึ่งแต่ละบลอ็กที่ ( , )k l  เป็น klA B   
จะเห็นว่าผลคูณโครเนคเคอร์แบบบล็อกของ A และ B ขึ้นกับการแบ่งบล็อกของ B ทฤษฎีบทต่อไปนี้
แสดงให้เห็นว่าผลคูณโครเนคเคอร์แบบบล็อกมีความเข้ากันได้กับการบวกเมทริกซ์ การคูณเมทริกซ์ด้วยสเกลาร์ 
การสลับเปลี่ยน และรอยเมทริกซ์ ไม่ว่าเราจะแบ่งบล็อกของเมทริกซ์เป็นอย่างไรก็ตาม 
 
วารสารวิทยาศาสตร ์มศว ปีที่ 34 ฉบับที่ 1 (2561)                                                  81 
ทฤษฎีบทที่ 3.2 ให้ A,B,C  เป็นเมทริกซ์เหนือกึ่งริงสลับที่ L  ที่มีขนาดและการแบ่งบล็อกที่ท าให้การ
ด าเนินการต่อไปนี้มีความหมาย จะได้ว่า 
1.      BA BB AA     ส าหรับทุก L  
2.  A B C A B A C     
3.   C AA BB C C     
4.    A CB BCA     
5.  
T T TA B A B   
6.      tr tr trBA A B   
 
บทพิสูจน ์
1. ให้    , ,,m n p qA M L B M L   โดย  klB B  จากบทนิยามที่ 3.1 และบทตั้งที่ 2.5 
จะได้ว่า 
     
 
( ) ( ) ( ) ( )
           (     ( ) ( ) )
kl kl klkl kl kl
kl kl
A A B A B A B
A A B A
B
B B
   
 
     
  
 
2. ให้    , ,, ,m n p qA M L B C M L   โดย  klB B  และ  klC C   
จะได้  kl klB C B C   ดังนั้นจากบทนิยามที่ 3.1 และบทตั้งที่ 2.5 จะได้ว่า 
     
          
( ) ( ) (
            
)kl kl kl klkl k
kl klk
l
l kl
A A B C AB C
A B A C
B A
A
C
A B C
    
   



  
3. พิสูจน์ในท านองเดียวกับสมบัติข้อ 2 ในกรณีนี้เราแบ่งบล็อกของ C เพียงเมทริกซ์เดียว  
4. เขียน  ,ij klB B C C    โดยบทนิยามที่ 3.1 และบทตั้งที่ 2.5 จะได้ว่า 
         kl kl kl klkl klA A AB C B C CB C A B C A B               
5. เขียน  klB B โดยบทนิยามที่ 3.1 และบทตั้งที่ 2.5 จะได้ว่า 
     ( )
TT T T T T T T T
kl lk lk lkkl kl kl kl
A A B A B A B A B AB B                   
6. เขียน  klB B  เนื่องบล็อกในแนวทแยงมุมของ A B คือ klA B เมื่อ k l  โดยบท
นิยามที่ 3.1 และบทตั้งที่ 2.5 จะได้ว่า 
               tr tr tr tr tr tr tr trii ii ii
i i i
A A B A B A B A BB         
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ทฤษฎีบทที่ 3.3 ให้ ,A B  เป็นเมทริกซ์ขนาดใดๆ ที่มีสมาชิกมาจาก L  โดย [ ]ij ijB B เราแบ่งกลุ่มเมทริกซ์
ย่อยของ B  เป็นดังนี้ 
 
1
1 1 1 1 1
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1
11 1 1, 1 1
1 , 1 11 1
1,1 1, 1, 1 1, 1
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k kl k l l kl
B B B B
B B B B B B
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B B B B B B
B B B B
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 
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ซ่ึง 
1
p
i
i
k k

  และ 
1
q
j
j
l l

  จะได้ว่า ˆij
ij
A B A B      
บทพิสูจน ์ 
A B  ij ijA B      
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ทฤษฎีบทที่ 3.4 
1. nm mnII I  เมื่อเราแบ่งบล็อกของ nI  ให้มีบล็อกย่อยในแนวทแยงมุมเปน็เมทริกซ์จัตุรัส 
2. 0 0 0AA    ส าหรับทุกเมทริกซ์ A และเมทริกซ์ 0  ที่มีขนาดและการแบ่งบล็อกใด ๆ   
บทพิสูจน ์  
1. ให้
kln
I เป็นบล็อกย่อยที่ของ nI  ส าหรับแต่ละ 1,...,k p  และ 1,...,l p  เนื่องจาก
บล็อกในแนวทแยงมุมของ nI  เป็นเมทริกซ์จัตุรัส จะได้ว่า
0,
,kl
l
n
n
k l
I
I k l

 

  โดย 
1
p
l
l
n n

  ดังนั้น 
  m nI I   
1
2
0 0
0 0
0
0 0
m n m m
m m n m
m
m m m nl
I I I I
I I I I
I
I I I I
   
 
   
 
 
    
1
2
0 0
0 0
0
0 0
p
mn
mn
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I
I
I
 
 
 
  
 
 
 
 mnI  
2. เห็นได้ชัด 
ทฤษฎีบทต่อไปนี้แสดงให้เห็นว่าผลคูณโครเนคเคอร์แบบบล็อกมีความเข้ากนัได้กับการคูณแบบปรกติ 
ทฤษฎีบทที่ 3.5 ให้        , , , ,, , ( ), ( )m n n p kl q r kl r sA M L C M L B B M L D D M L       
จะได้ว่า        C DB C BA D A   
บทพิสูจน์ โดยบทตั้งที่ 2.5 และสมบตัิของการคูณแบบบล็อก จะได้ว่า   
    A B DC   
11 111 1
1 1
yv
u u v x x y
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q q r r r s
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( ) ( )AC BD
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โดยหลักอุปนัยเชิงคณิตศาสตร์ จะได้ผลที่ตามมาดังนี ้
บทแทรกที่ 3.6         21 2 11 2 1 2p p p pA A A A AB BB B A B B  ส าหรับทุก
จ านวนนับ p   
4.   สมบัติเชิงโครงสร้ำงของผลคูณโครเนคเคอร์แบบบล็อก 
 ในหัวข้อนี้ เราพิจารณาว่าสมบัติใดบ้างของเมทริกซ์ที่ถูกรักษาไว้ภายใต้ผลคูณโครเนคเคอร์แบบ
บล็อก นั่นคือ พิจารณาสมบัติ (P) ซึ่งถ้าเมทริกซ์ A และ B มีสมบัติ (P) แล้ว A Bมีสมบัติดังกล่าวด้วย 
 
บทนิยำมที่ 4.1  ให้ ( )nA M L  
1. A  เป็นเมทริกซ์สมมาตร ก็ต่อเมื่อ TA A   
2. A  เป็นเมทริกซ์เชิงตั้งฉาก ก็ต่อเมื่อ TA A I   
3. A  เป็นเมทริกซ์นิจพล ก็ต่อเมื่อ 2A A   
4. A  เป็นเมทริกซ์นิรพล ก็ต่อเมื่อมี k  ที่ท าให้ 0kA   
5. A  เป็นเมทริกซ์อาวัฒนาการ ก็ต่อเมื่อ 2A I   
6. A  เป็นเมทริกซ์การฉาย ก็ต่อเมื่อ A  เป็นเมทริกซ์สมมาตรและเมทริกซน์ิจพล    
7. A  เป็นเมทริกซ์ที่หาผกผันได้ ก็ต่อเมื่อ มีเมทริกซ์ ( )nB M L   ซึ่ง AB I BA            
เมทริกซ์ B ดังกล่าวถ้ามีแล้วจะมีเพียงเมทริกซ์เดียว เขียนแทนด้วย 1A   
ทฤษฎีบทที่ 4.2 ให้ ( )nA M L  และ ( )mB M L  
1. ถ้า A   และ B   เป็นเป็นเมทริกซ์สมมาตร แล้ว A B   เป็นเมทริกซ์สมมาตร 
2. ถ้า A  และ B  เป็นเมทริกซ์เชิงตั้งฉาก แล้ว A B  เปน็เมทริกซ์เชงิตั้งฉาก 
3. ถ้า A  และ B  เป็นเมทริกซ์นิจพล แลว้ A B  เป็นเมทริกซ์นิจพล 
4. ถ้า A  และ B  เป็นเมทริกซ์นิรพล แลว้ A B  เป็นเมทริกซ์นิรพล 
5. ถ้า A  และ B  เป็นเมทริกซ์อาวัตนาการแล้ว A B  เป็นเมทริกซ์อาวัฒนาการ 
6. ถ้า A  และ B  เป็นเมทริกซ์การฉาย แล้ว A B เป็นเมทริกซ์การฉาย 
7. ถ้า A  และ B  เป็นเมทริกซ์ที่หาผกผันได้ แล้ว A B เป็นเมทริกซ์ที่หาผกผันได้โดย 
1 1 1( )B A BA     
บทพิสูจน ์ เราจะพิสูจน์สมบัติขอ้ 1, 5, 7 ส่วนสมบัติข้ออืน่สามารถพิสูจน์ได้ในท านองเดียวกัน 
1. สมมติ ,A B  เป็นเมทริกซ์สมมาตร นัน่คือ ,T TA A B B   โดยทฤษฎีบทที่ 3.2 จะได้ว่า 
 
T
A B
T TA B BA   
      ดังนั้น A B  เป็นเมทริกซ์สมมาตร 
5. สมมติ ,A B  เป็นเมทริกซ์อาวัตนาการ นั่นคือ 2 2,A I B I   โดยทฤษฎีบทที่ 3.2 จะได้ว่า  
 
2
A B     A AB B    BAA B  I I  I   
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    ดังนั้น A B  เปน็เมทริกซ์อาวัฒนาการ 
7. สมมติ ,A B เป็นเมทริกซ์หาผกผันได้ นั่นคือ 1 1,n mA A I B B I
    โดยทฤษฎีบทที่ 3.2 จะ
ได้ว่า  
                                  
1 1A AB B 
1 1 ( ) ( )BBAA  n mII  nmI    
           11( )( )BA AB  1 1( ) ( )A BA B   n mII nmI   
    ดังนั้น A B เปน็เมทริกซ์ที่หาผกผนัได้โดย 1 1 1( )B A BA     
 
บทตั้งที่ 4.3 ให้  , ( )m nA M L B M L   
1. ถ้า ,A B  เป็นเมทริกซ์แบบสามเหลีย่มบนแล้ว A B เป็นเมทริกซ์แบบสามเหลีย่มบน 
2. ถ้า ,A B  เป็นเมทริกซ์แบบสามเหลีย่มล่างแล้ว A B เป็นเมทริกซ์แบบสามเหลี่ยมลา่ง 
3. ถ้า ,A B  เป็นเมทริกซ์ทแยงมุมแล้ว A B เป็นเมทริกซ์ทแยงมุม 
บทพิสูจน ์ 
โดยการใช้บทนิยามของผลคูณโครเนคเคอร์ จะได้ว่าสมบัติข้อ 1 เป็นจริง ในการพิสูจน์สมบตัิข้อ 2 
ใช้การสลับเปลี่ยนของเมทริกซ์แบบสามเหลี่ยมบนร่วมกับทฤษฎีบทที่ 3.2  ส่วนสมบตัิข้อ 3 ได้มาโดยตรงจากข้อ 
1 และข้อ 2  
 
ทฤษฎีบทที่ 4.4 ให้  , ( )n nA M L B M L   และเมื่อเราแบ่งบล็อกของ B  ให้มีบล็อกย่อยในแนว
ทแยงมุมเปน็ เมทริกซ์จัตุรัส จะได้ว่า 
1. ถ้า ,A B  เป็นเมทริกซ์สามเหลี่ยมบน แล้ว A B  เป็นเมทริกซแ์บบสามเหลี่ยมบน 
2. ถ้า ,A B  เป็นเมทริกซ์สามเหลี่ยมล่าง แล้ว A B  เป็นเมทริกซแ์บบสามเหลี่ยมล่าง 
3. ถ้า ,A B  เป็นเมทริกซ์ทแยงมุม แล้ว A B  เป็นเมทริกซ์ทแยงมุม 
บทพิสูจน ์
ให้ ,A B  เป็นเมทริกซ์สามเหลี่ยมบน ซ่ึง B  มีการแบ่งบล็อกที่มีแนวทแยงมุมเป็นเมทริกซ์จัตุรัส 
จะได้ว่ า 0klB   ส าหรับ k l และ klB เป็นเป็น เมทริกซ์แบบสามเหลี่ ยมบนส าห รับ k l จะได้ว่ า 
0klA B   ส าหรับ k l และโดยบทตั้งที่ 4.3  จะได้ klA B เป็นเป็นเมทริกซ์แบบสามเหลี่ยมบนส าหรับ 
k l  ดังนั้น A B  เป็นเมทริกซ์แบบสามเหลี่ยมบน  สมบัติข้อ 2 และข้อ 3 สามารถพิสูจน์ในท านองเดียวกับ
สมบัติข้อ 1 
 
บทนิยำมที่ 4.5 ให้  , ( )n nA M L B M L   เรากล่าวว่า 
1. A สมภำค (congruent) กับ B  ก็ต่อเมื่อมีเมทริกซ์  nS M L ซึ่งหาผกผันได้ที่ท าให้ 
TB S AS  
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2. A  คล้ำย (similar) กับ B  ก็ต่อเมื่อมี เมทริกซ์   nS M L ซึ่ งหาผกผันได้ที่ท า ให้ 
1B S AS   
3. A  ท ำเป็นเมทริกซ์แบบสำมเหลี่ยมได้ (triangularizable) ก็ต่อเมื่อมีเมทริกซ์แบบสามเหลี่ยม 
 nT M L ที่ท าให้ A  คล้ายกับ T   
4. A ท ำเป็นเมทริกซ์ทแยงมุมได้ (diagonalizable) ก็ต่อเมื่อมีเมทริกซ์ทแยงมุม  nD M L ที่
ท าให้ A  คล้ายกับ D  
 
บทแทรกที่ 4.6 ให้    , ( ), , ( )n n m mA M L B M L C M L D M L      
1. ถ้า A  สมภาคกับ B และC สมภาคกับD แล้ว A C สมภาคกับ B D  
2. ถ้า A  คล้ายกับ B และ C  คล้ายกับD แล้ว A C คล้ายกับ B D  
3. ถ้า A  และ C ท าเป็นเมทริกซ์แบบสามเหลี่ยมได้และเราแบ่งบล็อกของ C ให้มีบล็อกย่อยใน
แนวทแยงมุมเป็นเมทริกซ์จัตุรัส แล้ว A C ท าเป็นเมทริกซ์แบบสามเหลี่ยมได้ 
4. ถ้า A  และC ท าเป็นเมทริกซ์ทแยงมุมได้และเราแบ่งบล็อกของ C  ให้มีบล็อกย่อยในแนวทแยง
มุมเป็นเมทริกซ์จัตุรัส แล้ว A C ท าเป็นเมทริกซ์ทแยงมุมได้ 
บทพิสูจน์  ได้โดยตรงจากทฤษฎีบทที่ 3.2, 3.5, 4.2, 4.4  
 
5.  ผลคูณโครเนคเคอร์แบบบล็อก ตัวด ำเนินกำรเวกเตอร์แบบบล็อก และสมกำร
เมทริกซ์เชิงเส้น 
ตัวด าเนินการเวกเตอร์แบบบล็อกเป็นตัวด าเนินการเชิงเส้นแบบหนึ่งที่แปลงเมทริกซ์ให้อยู่ในรูป
เวกเตอร์ ตัวด าเนินการดังกล่าวส าหรับเมทริกซ์จริงถูกน าเสนอในงานวิจัย [13] ในหัวข้อนี้เราพิจารณาความสัมพันธ์
ระหว่างผลคูณโครเนคเคอร์แบบบล็อกกับตัวด าเนินการดังกล่าวส าหรับเมทริกซ์เหนือกึ่งริงสลับที่ใด ๆ  รวมทั้ง
น าไปประยุกต์กับสมการเมทริกซ์เชิงเส้น 
บทนิยำมที่ 5.1 ให้ 
, ( )m nA M L  โดย iA  แทนคอลัมน์ที่ i  ของ A  เรานิยาม 
 
1
2
vec( ) mn
n
A
A
A L
A
 
 
  
 
 
 
  
บทตั้งที่ 5.2 ([14])  ให้ 
, ,, , ( ) , ( )m n n pA X Y M L B M L  , , ( )p qC M L และ k L  จะได้ว่า 
vec( ) vec( ) vec( )X Y X Y     
    vec( ) vec( )kX k X  
  vec( ) ( )vec( )
TABC C A B   
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บทนิยำมที่ 5.3 ให้  
11 1
,
1
s
ij m n
r rs
A A
A A M L
A A
 
       
  
 ซ่ึงแต่ละ 
ijA มีขนาด i jm n  โดยที ่
1
r
i
i
m m

  และ 
1
s
j
j
n m

  เรานิยามตัวด ำเนินกำรเวกเตอร์แบบบล็อกแถว (the block-row vector 
operator) ของ A  เป็น 
11
1
r
1
vec( )
vec( )
vecb ( )
vec( )
vec( )
r
s
rs
A
A
A
A
A
 
 
 
 
 
  
 
 
 
 
 
 
เราสามารถพิสูจน์ได้โดยตรงว่า  
1. 
r ,vecb : ( )
mn
m nM L L  เป็นฟงัก์ชันหนึ่งตอ่หนึ่งแบบทั่วถงึ  
2. ส าหรับทุก ,, ( )m nA B M L และ k L  จะได้ว่า 
r r rvecb ( ) vecb ( ) vecb ( )A B A B    และ r rvecb ( ) vecb ( )kA k A   
 
ทฤษฎีบทที่ 5.1 ส าหรับแตล่ะ    , ,,m n n pA M L B M L   และ  ,p nC M L  จะได้ว่า 
    r rvecb ( )vecb
TABC C A B   
บทพิสูจน์  ในการพิสูจน์นี้ ส าหรับเมทริกซ์ X ใด ๆ ก าหนดให้ Xj แทนแถวที่ j ของ X   เขียน 
,
, 1[ ]
s q
kl k lA A    
พิจารณาบล็อกแถวที่ k  ของ A  ซึ่งคือ 
1 2k k kqA A A    โดยการคูณแบบบล็อกจะได้ว่าแถวที่ k  
ของ ABC คือ 
         kABC  kA BC  
  
                     
1
2
1 2k k kq
q
B
B
A A A C
B
  
  
       
      
    
                  
1
q
kl l
l
A BC

    
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โดยบทตั้งที่ 5.2 จะได้    
                vec
k
ABC    vec Tkl l
l
A BC   
                                     vec
T
kl l
l
C A B    
                                 
  1 2 rvecb
T T T
k k kqC A C A C A B        
ดังนั้น          rvecb ABC  
 
 
 
1
2
vec
vec
vec
s
ABC
ABC
ABC
 
 
 
 
 
  
 
 
                                   
11 12 1 r
21 22 2 r
1 2 r
vecb ( )
vecb ( )
vecb ( )
T T T
q
T T T
q
T T T
s s sq
C A C A C A B
C A C A C A B
C A C A C A B
      
       
 
 
      
  
                                   
 
11 12 1
21 22 2
r
1 2
vecb
T T T
q
T T T
q
T T T
s s sq
C A C A C A
C A C A C A
B
C A C A C A
   
 
   
 
 
    
 
                                    r( )vecb
TC A B  
 
ต่อไปเราจะประยุกต์ผลคูณโครเนคเคอร์แบบบล็อกเพื่อลดรูปสมการเมทริกซ์เชิงเส้นให้เป็นสมการ
เวกเตอร์-เมทริกซ์ในรูปแบบที่ง่ายขึ้น 
บทแทรกที่ 5.2 ให้      , , ,, ,m n p q m qA M L B M L C M L    และ  ,n pX M L จะได้ว่า
สมการต่อไปนี้สมมูลกัน 
(1) AXB C  
(2)    r r( )vecb vecb
TB A X C  
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บทพิสูจน์  ใช้ทฤษฎีบทที่ 5.1 ร่วมกับการที่ vecbr เป็นฟังกช์ันแบบหนึ่งต่อหนึ่ง 
ในบทแทรกที่ 5.2 ถ้าเราหาผลเฉลย rvecb ( )X  จากสมการ (2) ได้ แล้วเราจะหา X  ได้ 
เนื่องจาก rvecb เป็นฟังก์ชันแบบหนึ่งต่อหนึ่ง 
บทแทรกที่ 5.3 ให้      ,, ,n p n pA M L B M L C M L    และ  ,n pX M L จะได้ว่าสมการ
ต่อไปนี้สมมูลกัน 
(1)  AX XB C    
(2)    r r[( ) ( )] vecb vecb
T T
p nI A B X CI   
บทพิสูจน์ ใช้ทฤษฎีบทที่ 5.1 ร่วมกับการที่ vecbr เป็นฟงัก์ชนัแบบหนึ่งต่อหนึง่และมีความเปน็เชิงเส้น 
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